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A. 供电系统

题意 

• 有 109 + 1 个供电节点，分别编号为 0 到 109；
• 给定整数 𝑋,𝑌 , 𝑍（0 ≤ 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ≤ 109，𝑋 ≤ 𝑌）；
• 已知 [𝑋, 𝑌 ] 区间内的节点处于「有电」状态，其余节点处于「没电」状态；
• 询问 𝑍 节点是否处于「有电」状态；

按照题意分类讨论即可：

• 若 𝑋 ≤ 𝑍 ≤ 𝑌（即 𝑍 位于区间 [𝑋, 𝑌 ] 中），输出 YES；

• 否则，输出 NO；
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B. 版本比较

题意 

• 给定两个版本号 𝑋1.𝑌1.𝑍1 以及 𝑋2.𝑌2.𝑍2；

• 要求比较两个版本号的大小关系；

• 按照题目给出的比较规则，分类讨论即可；

• 注意到比较规则实际是在比较序列 [𝑋1, 𝑌1, 𝑍1] 与 [𝑋2, 𝑌2, 𝑍2] 的字典序大小关系；

• 也可以借助你使用的编程语言的相关标准库工具实现，如 c++ 的 std::array，python 

的 tuple 等，它们默认实现的比较函数实际就是在比较字典序；
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B. 版本比较
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C. 圆圈王国

题意 

• 给定一个非负整数 𝑥，要求你将 𝑥 转换成一种特殊的三进制表示：

‣ 位权低的在前，高的在后（与正常进制相反）；

‣ 使用 数字 0、小写字母 o、大写字母 O 这三种字符分别表示数字 0、1、2；

‣ 相邻两位之间使用字符 . 分隔；

• 单测，0 ≤ 𝑥 ≤ 109；
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C. 圆圈王国
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C. 圆圈王国

按题意模拟即可：

• 对于 𝑥 是 0 的情况：

‣ 直接输出 0 并结束；

• 否则，循环执行以下操作，直到 𝑥 变为 0：

‣ 如果不是第一次进入循环，输出 .；

‣ 计算 𝑥mod 3 得到当前的最低位，并按它的值是 0 / 1 / 2，输出 0 / o / O；

‣ 将 𝑥 赋值为 ⌊𝑥3⌋，去掉当前的最低位；

时间复杂度 𝑂(log3 𝑥)
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D. 有损变换

Prepared by: frost_ice

题意 

• 给定一个整数 𝑦，要求你寻找一个整数 𝑥，使得 𝑥 和 2𝑥 的按位或是 𝑦；
• 判断是否有解，并给出构造；

• 0 ≤ 𝑦 < 260，多测，𝑇 ≤ 104；
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D. 有损变换

为了避免混淆，我们接下来用 or(𝑎, 𝑏) 表示 𝑎 和 𝑏 的逻辑或，bitand(𝑎, 𝑏) 表示 𝑎 和 𝑏 的

按位与；

假设一个数 𝑦 能够通过 𝑥 和 2𝑥 按位或得到，我们考虑 𝑦 有什么特殊性质；

• 令 𝑥 的二进制表示是 …𝑎2𝑎1𝑎0，𝑦 的二进制表示是 …𝑏2𝑏1𝑏0（从高位到低位）；
• 特别的，对于负整数 𝑖，我们规定 𝑎𝑖 和 𝑏𝑖 为 0；
• 由于 𝑦 是 𝑥 和 2𝑥 的按位或，根据定义，对于整数 𝑖，有：

𝑏𝑖 = or(𝑎𝑖, 𝑎𝑖−1)
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D. 有损变换

引理 1 

• 对整数 𝑖，若 𝑏𝑖 为 1，则 𝑏𝑖−1 和 𝑏𝑖+1 至少有一个也为 1；

由于 𝑏𝑖 = or(𝑎𝑖, 𝑎𝑖−1) = 1，因此「𝑎𝑖 为 1」和「𝑎𝑖−1 为 1」至少有一个成立。

对于这两种情况：

• 当 𝑎𝑖−1 为 1 时，𝑏𝑖−1 = or(𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖−2) = or(1, 𝑎𝑖−2) = 1；
• 当 𝑎𝑖 为 1 时，𝑏𝑖+1 = or(𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖) = or(𝑎𝑖+1, 1) = 1；

因此「𝑏𝑖−1 为 1」和「𝑏𝑖+1 为 1」至少有一个成立，引理得证；
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D. 有损变换

引理 1 直观的理解是：

• 假设一个数 𝑦 能够通过 𝑥 和 2𝑥 按位或得到，那么它的二进制表示中，不存在孤立的 

1；

也就是说：

• 对于输入的数 𝑦，只要它的二进制表示中，存在一个孤立的 1，则一定无解；
• 对于剩下来的情况，所有极长的连续的 1 组成的段，长度一定 ≥ 2；
• 接下来考虑这种情况下如何构造答案；
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D. 有损变换

• 不难发现，对于每个极长的连续的 1 组成的段，我们去掉其中位最高的 1，即可得到

一个满足条件的 𝑥，例如：

𝑥 = …0001100000111001
2𝑥 = …0011000001110010

𝑦 = bitor(𝑥, 2𝑥) = …0011100001111011

• 实现上，可以遍历 𝑦 的每个二进制位并处理。时间复杂度 𝑂(𝑤)（其中 𝑤 = 60 表示二

进制位数）；

• 或者直接令 𝑥 为 bitand(𝑦, ⌊𝑦2⌋))（即去掉每个极长的连续的 1 组成的段的最高位的 

1），并判断 bitor(𝑥, 2𝑥) 是否等于 𝑦。时间复杂度 𝑂(1)；
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E. 陷阱魔法 I

Prepared by: alwaysBelieve

题意 

• 给定一个长为 𝑛 的排列 [𝑎1, 𝑎2,…, 𝑎𝑛]；
• 要求选出一个尽可能小的非负整数 𝑥，使得：

‣ 通过若干次【将一个「最大值和最小值之差不超过 𝑥」的区间内的数任意重排】

的操作，可以将原序列排成从小到大的顺序；

• 多测，∑𝑛 ≤ 105；
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E. 陷阱魔法 I
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E. 陷阱魔法 I

我们首先证明下界。

引理 1  𝑥 ≥ max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗}

• 考虑形如 𝑎𝑖 > 𝑎𝑗 且 𝑖 < 𝑗 的逆序对。
• 初始时，数字 𝑎𝑖 在数字 𝑎𝑗 的前面；当整个序列有序之后，数字 𝑎𝑖 需要出现在数字 

𝑎𝑗 的后面（否则序列就不是有序的）；
• 因此，在排序的过程中，必定至少涉及到一次，改变这两个数字的相对位置关系。

• 这样一来，对于任意的 𝑎𝑖 > 𝑎𝑗 且 𝑖 < 𝑗 的逆序对，𝑥 都不能小于 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗，否则这两

个数字永远没有机会交换相对位置关系；
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E. 陷阱魔法 I

接下来我们证明上界也是它。考虑使用类似插入排序的思路进行数学归纳。

引理 2  取 𝑥 = max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗}，对于任意 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，存

在一种将子区间 [1, 𝑘] 排成有序的操作方案，并且所有操作只影响前 𝑘 个数。

首先证明初始情况。𝑘 = 1 时显然成立；

接下来考虑，所有操作只影响前 𝑘 个数，并且子区间 [1, 𝑘] 已经有序的情况下，如何继续

通过操作，使得所有操作只影响前 𝑘 + 1 个数，并且子区间 [1, 𝑘 + 1] 也被排成有序的；
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E. 陷阱魔法 I

• 此时前 𝑘 个数已经有序，因此它必然可以分成前半段比 𝑎𝑘+1 小的数，与后半段比 𝑎𝑘+1 

大的数；我们的目标是不改变这些数的相对顺序，并将 𝑎𝑘+1 放置在这两种数的中间；
• 假设区间 [1,𝑚) 内的数都 < 𝑎𝑘+1，区间 [𝑚, 𝑘 + 1) 内的数都 > 𝑎𝑘+1；
• 我们直接选取区间 [𝑚, 𝑘 + 1] 应用操作。可以证明，此时最大值和最小值之差一定不

超过 𝑥：

( max
𝑚≤𝑖≤𝑘+1

𝑎𝑖) − ( min
𝑚≤𝑖≤𝑘+1

𝑎𝑖) = max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑘+1 | 𝑖 ∈ {𝑚,𝑚 + 1,…, 𝑘 + 1}}

≤ max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗}
= 𝑥

• 操作结束后，子区间 [1, 𝑘 + 1] 即被排成有序。引理得证。
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E. 陷阱魔法 I

• 因此我们的目标是计算出 max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗}。
• 考虑从前往后遍历每一个数并维护答案：

‣ 将变量 𝑖 从 1 枚举到 𝑛，实时维护出前 𝑖 个数的最大值（记为 pre𝑖），并使用 pre𝑖−𝑎𝑖 

更新答案即可。

• 时间复杂度 𝑂(𝑛)。
• 由于可以边读入边处理，实时维护 𝑂(1) 个变量，空间复杂度可以做到 𝑂(1)。
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F. 奇怪染料

Prepared by: Sakura_ylr

题意 

• 给定一个长度为 𝑛 的由 R（红）G（绿）B（蓝）三种颜色以及 N（空白）组成的

目标序列。

• 初始时，有一个长度为 𝑛 的序列，所有位置均为 N（空白）。每次操作，可以选择

一个区间 [𝑙, 𝑟] 和一种颜色 𝑐，对区间进行染色操作。染色的规则如下：

‣ 原先是 N（空白）的位置，刷上颜色 𝑐，变为颜色 𝑐；

‣ 原先是颜色 𝑐 的位置，再刷一次颜色 𝑐，则无变化；
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‣ 原先是颜色 𝑥 的位置，刷上颜色 𝑦（𝑥 ≠ 𝑦），则会变成颜色 𝑧，满足 𝑧 ≠ 𝑥 且 

𝑧 ≠ 𝑦。
• 询问最少需要几次染色操作才能得到给定的目标序列；

• 多测，∑𝑛 ≤ 2 × 105。
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F. 奇怪染料
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F. 奇怪染料

引理 1 

• 整个序列被 N 自然分割成若干个只由 R、G、B 组成的「极长连续彩色块」，每个

彩色块可以独立求解，总操作次数即为所有彩色块的最小操作次数之和；

• 一旦某个位置被染上颜色（R、G 或 B），由于反应规则中没有任何一条能让颜色变回 N，

该位置将永久保持有色状态；

• 因此，任何染色操作的区间 [𝑙, 𝑟] 绝不能覆盖目标序列中为 N 的位置；

• 因此，对于目标序列中，两个被 N 分隔开的位置，不存在操作可以同时覆盖到这两个

位置，因此它们一定是互不相关的；
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F. 奇怪染料

引理 2 

• 对于连续出现的相同颜色，将其压缩成单个字符（例如 RRRGGGB 可以压缩为 RGB），

不会改变最小操作次数。

在最优的操作方案中，我们一定不会将一次操作的端点，插在一段连续的相同的颜色中

间；否则，我们一定可以通过调整，并让结果变得不劣。具体的：

• 假设目标序列中，[𝐿,𝑅] 段的颜色相同。我们想办法将 [𝐿, 𝐿] 被操作的情况应用于整

个 [𝐿,𝑅] 区间。对于操作 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]：
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F. 奇怪染料

• 如果 [𝐿,𝑅] ⊂ [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] 或者 [𝐿,𝑅] ∩ [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] = ∅，即它原先已经操作了整个区间，或者与

区间没有关系，则不做调整；

• 否则，若 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] ∩ {𝐿} ≠ ∅，即它原先能够操作到 [𝐿, 𝐿]，将区间调整为 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] ∪ [𝐿,𝑅]，

即可将操作应用于整个区间；

• 否则，若 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] ⊂ [𝐿 + 1,𝑅]，即它原先只能操作到 [𝐿 + 1,𝑅] 里面的范围，则删去这

次操作；

• 否则，调整为 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] ∩ [𝑅 + 1, 𝑛]，即去掉这次操作在 [𝐿 + 1,𝑅] 中的部分；
• 显然，经过调整，操作次数一定不会变得更劣，并且再也没有操作的端点是插在区间 

[𝐿,𝑅] 中的。
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F. 奇怪染料

我们首先证明答案的下界。

引理 3 

• 对于一个长度为 𝐿 的序列 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿]，满足 𝑡𝑖 ∈ {R, G, B} 且 𝑡𝑖 ≠ 𝑡𝑖+1，至少需

要 ⌈𝐿+12 ⌉ 次操作才能完成染色；

我们将 𝑡𝑖 ≠ 𝑡𝑖+1 的相邻位置对 (𝑖, 𝑖 + 1) 称为分界点。特别的，我们将 (0, 1) 和 (𝐿, 𝐿 +

1) 也看成是分界点。

直观的理解是，如果没有任何一次操作的区间的端点落在这两个位置之间（即没有操作的

区间满足 𝑙 = 𝑖 + 1 或 𝑟 = 𝑖），那么染色完成后，𝑖 和 𝑖 + 1 位置的颜色一定是相同的。
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F. 奇怪染料

下面给出详细证明。

• 目标序列中共有 𝐿 + 1 个分界点。初始状态下全部为 N，分界点数量为 0。
• 假设某一步我们选择区间 [𝑙, 𝑟] 并涂上颜色 𝑐。对于区间内部的任意相邻位置对 (𝑖, 𝑖 +

1)（𝑙 ≤ 𝑖 < 𝑟），若它们在染色前状态相同，不难证明染色完成后状态依然相同。说明

区间内部不可能产生新的分界点。

• 对于区间外部的相邻位置对，颜色未变，不可能产生新的分界点。

• 唯一可能产生新的分界点的位置在区间的边界上，即 (𝑙 − 1, 𝑙) 与 (𝑟, 𝑟 + 1)。
• 意味着，每次操作，最多新增 2 个分界点。
• 因此，要产生 𝐿 + 1 个分界点，至少需要进行 ⌈𝐿+12 ⌉ 次操作。
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F. 奇怪染料

接下来我们证明上界也刚好是它。

引理 4 

• 对于任意一个长度为 𝐿 的序列 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿]，满足 𝑡𝑖 ∈ {R, G, B} 且 𝑡𝑖 ≠ 𝑡𝑖+1，均

可在 ⌈𝐿+12 ⌉ 次操作下构造出来。

接下来我们通过数学归纳证明。首先证明起始情况。

• 𝐿 = 1 的情况，通过 1 次操作，在区间 [1, 1] 上涂上颜色 𝑡1 即可。
• 𝐿 = 2 的情况，通过 2 次操作，在区间 [1, 1] 和 [2, 2] 上分别涂上颜色 𝑡1 和 𝑡2 即可。
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F. 奇怪染料

假设对于所有长度为 𝐿 ≤ 𝑘（𝑘 ≥ 2）的序列，引理 4 均成立。现在我们来证明长度为 𝐿 =

𝑘 + 1 的序列，引理 4 也成立。我们分奇偶进行讨论。

若 𝐿 为偶数，不妨令 𝐿 = 2𝑚。我们的目标是证明它可以通过 𝑚+ 1 次操作构造出来。

• 我们将序列分成前缀 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−1] 以及后缀 [𝑡𝐿] 两部分。根据归纳假设，前者可以

通过 ⌈𝐿−1+12 ⌉ = 2𝑚
2 = 𝑚 次操作构造出来，后者可以通过 1 次操作构造出来，因此分

别构造即可。

𝐿 为偶数的情况得证。
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F. 奇怪染料

若 𝐿 为奇数，不妨令 𝐿 = 2𝑚+ 1。我们的目标是证明它可以通过 𝑚+ 1 次操作构造出来。

我们分类讨论 [𝑡𝐿−2, 𝑡𝐿−1, 𝑡𝐿] 这三个数的情况。我们已知的条件是 𝑡𝐿−1 ≠ 𝑡𝐿 以及 𝑡𝐿−2 ≠

𝑡𝐿−1，因此我们只需要讨论 𝑡𝐿−2 究竟是等于 𝑡𝐿，还是等于 𝑡𝐿 和 𝑡𝐿−1 之外的第三种颜色。
• 情况 1：[𝑡𝐿−2, 𝑡𝐿−1, 𝑡𝐿] = [𝑥, 𝑦, 𝑧]，其中 𝑥、𝑦、𝑧 互不相等：

‣ 根据归纳假设，序列 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑥, N, N] 可以通过 𝑚 次操作构造出来。显然，同

样的次数下，也可以构造出 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑥, 𝑥, N]。

‣ 接下来将 [𝐿 − 1, 𝐿] 区间染上颜色 𝑧，𝐿 位置变为颜色 𝑧，𝐿 − 1 位置由于反应，变

为颜色 𝑦。

‣ 这样一来，我们用 𝑚+ 1 次操作得到了 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑥, 𝑦, 𝑧]；
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F. 奇怪染料

• 情况 2：[𝑡𝐿−2, 𝑡𝐿−1, 𝑡𝐿] = [𝑧, 𝑦, 𝑧]，其中 𝑦 ≠ 𝑧：

‣ 我们用 𝑥 表示与 𝑦、𝑧 都不相等的颜色；

‣ 根据归纳假设，序列 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑧, N, N] 可以通过 𝑚 次操作构造出来。显然，同

样的次数下，也可以构造出 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑧, 𝑧, 𝑧]。

‣ 接下来将 [𝐿 − 1, 𝐿 − 1] 区间染上颜色 𝑥，𝐿 − 1 位置由于反应，变为颜色 𝑦。

‣ 这样一来，我们用 𝑚+ 1 次操作得到了 [𝑡1, 𝑡2,…, 𝑡𝐿−3, 𝑧, 𝑦, 𝑧]；

𝐿 为奇数的情况得证；

综上，我们证明了，假设对于所有长度为 𝐿 ≤ 𝑘（𝑘 ≥ 2）的序列，引理 4 均成立。那么

对于长度为 𝐿 = 𝑘 + 1 的序列，引理 4 也成立。
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F. 奇怪染料

回到题目本身。

我们要做的事情是，对于每个被 N 自然分割成的彩色块，计算它的颜色段的个数 𝐿，并

将 ⌈𝐿+12 ⌉ 累加进答案即可。

时间复杂度 𝑂(𝑛)。
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G. 中国分数

Prepared by: GG_Grass

题意 

给定正整数 𝑛, 𝑘，找到一个正整数序列 𝑎 ，满足：

• 𝑎 中的元素严格递增
• 𝑎 中所有元素都介于 1 到 𝑛2 · 𝑘 之间
• 𝑎 中所有元素的倒数之和等于 𝑘 的倒数
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G. 中国分数

CCF CAT NAEC 2026 Provincial
G - 中国分数

0
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RJ
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first AC: 145:53
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G. 中国分数

分类讨论：

• 当 𝑛 = 1 时，必定有解。直接输出 𝑘 即可。
• 当且仅当 𝑛 = 2 时，可能存在无解的情况。由于𝑘 的总和不超过 106，暴力求解即可。
• 当 𝑛 ≥ 3 时，可以证明一定是有解的。
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G. 中国分数

• 首先考虑 𝑘 = 1 的情况。

‣ 考虑放缩：1 = 1 − 1
2 +

1
2 −

1
3 +

1
3 ⋯ − 1

𝑛 + 1
𝑛，等号右边共 2𝑛 − 1 项。

‣ 将放缩的第 2𝑖 − 1 项与第 2𝑖 项合并，第 2𝑛 − 1 项单独留出。

‣ 得到式子：1 = 1
2 +

1
6 +

1
12 ⋯ + 1

(𝑛−1)·𝑛 + 1
𝑛，等号右边共 𝑛 项。

‣ 分母中的元素全部小于 𝑛2。若不存在正整数 𝑖 ≤ 𝑛 使 𝑖 · (𝑖 + 1) = 𝑛，该构造经排序

后可以完全满足题中条件。
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G. 中国分数

• 考虑存在正整数 𝑖 ≤ 𝑛，使 𝑖 · (𝑖 + 1) = 𝑛 的情况。

‣ 原式存在且仅存在一个符合该条件的正整数 𝑖，

‣ 整理后的式子形如：1 = 1
2 + ⋯ 1

𝑖·(𝑖+1) ⋯ + 1
(𝑛−1)·𝑛 + 1

𝑛

‣ 放缩式形如：1 = 1 − 1
2⋯ +1

𝑖 −
1

𝑖+1 ⋯ + 1
𝑛−1 −

1
𝑛 + 1

𝑛

‣ 等号两边同时减去 1𝑖 −
1

𝑖+1  与 − 1
𝑛 + 1

𝑛

‣ 整理后的放缩式变为：1 − 1
𝑛 = 1

2 + ⋯ 1
(𝑖−1)·𝑖 +

1
(𝑖+1)·(𝑖+2) ⋯ + 1

(𝑛−1)，等号右边总共 

𝑛 − 2 项。

‣ 此时需将 1𝑛，即 1
𝑖·(𝑖+1)  拆分为两项后移至等号右侧。
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G. 中国分数

拆分方法很多，下面是其中的一种拆分方法。

• 考虑埃及分数中 1𝑖  型分数的级数分解式。

• 使用其两项的形式，即 1𝑖 =
1

𝑖+1 +
1

𝑖·(𝑖+1)

• 将等式两边同时乘 1
𝑖+1，等式变为 1

𝑖·(𝑖+1) =
1

(𝑖+1)2 +
1

𝑖·(𝑖+1)2，等式变为所需的拆分形式。

• 分母的大小为 𝑂(𝑛
√
𝑛) ，小于等于 𝑛2，满足条件。
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G. 中国分数

• 可以证明，该拆分不会与已有的元素重复。

• 对于 𝑛 ≤ 106 的数量级，可以使用程序在范围内进行简单验证。严格证明见下文。

• 由于 𝑘 = 1 的拆分中，所有元素都小于 𝑛2，对于 𝑘 > 1 的情况，将所有元素同时乘 𝑘 

即可。

• 随后进行排序即可满足元素递增的条件。

• 时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑛)。
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G. 中国分数

下面给出该拆分不会与已有的元素重复的严格证明。

• 该证明可以转化为：证明以下两个等式在 𝑥, 𝑖 均为正整数时不成立。

‣ 等式 1：𝑥 · (𝑥 + 1) = (𝑖 + 1)2

‣ 等式 2：𝑥 · (𝑥 + 1) = 𝑖 · (𝑖 + 1)2
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G. 中国分数

• 假设等式 1 成立，即 𝑥 与 𝑥 + 1 互质，且其乘积为完全平方数。

引理 1 

• 互质数的性质：若两个互质的正整数之积为完全平方数，则每个因子本身必为完

全平方数。

• 因此，存在正整数 𝑎, 𝑏，使得 𝑥 = 𝑎2，𝑥 + 1 = 𝑏2。
• 于是，𝑏2 − 𝑎2 = 1，即 (𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎) = 1。
• 由于 𝑏 > 𝑎 ≥ 1，则 𝑏 − 𝑎 与 𝑏 + 𝑎 均为正整数且乘积为 1，故必有 𝑏 − 𝑎 = 1，𝑏 + 𝑎 = 1
• 解得 𝑎 = 0，𝑏 = 1，则 𝑥 = 0 ，与 𝑥 为正整数矛盾。因此，等式 1 不成立。
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G. 中国分数

• 令 𝑝 = 𝑖 + 1，原等式 2 变为 𝑥 · (𝑥 + 1) = 𝑝2 · (𝑝 − 1)，其中 𝑥 ≥ 1, 𝑝 ≥ 2。
• 由于 𝑥 与 𝑥 + 1 互质，𝑝2 与 𝑝 − 1 互质，若等式 2 成立，则有 𝑝2 | 𝑥 或 𝑝2 | (𝑥 + 1)。
• 对于 𝑝2 | 𝑥 的情况：

‣ 令 𝑥 = 𝑝2 · 𝑏，𝑥 + 1 = 𝑎，其中 𝑎, 𝑏 均为正整数，

‣ 由原方程得：𝑝2 · 𝑏 · 𝑎 = 𝑝2 · (𝑝 − 1) ⇒ 𝑎 · 𝑏 = 𝑝 − 1

‣ 又 𝑥 + 1 − 𝑥 = 1，有 𝑎 − 𝑝2 · 𝑏 = 1，即 𝑎 = 𝑝2 · 𝑏 + 1

‣ 代入得：(𝑝2 · 𝑏 + 1) · 𝑏 = 𝑝 − 1 ⇒ 𝑝2 · 𝑏2 + 𝑏 + 1 = 𝑝

‣ 由于 𝑏 ≥ 1，有 𝑝2 · 𝑏2 + 𝑏 + 1 ≥ 𝑝2 + 2 > 𝑝，矛盾。
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G. 中国分数

• 对于 𝑝2 | (𝑥 + 1) 的情况：

‣ 令 𝑥 + 1 = 𝑝2 · 𝑎，𝑥 = 𝑏，其中 𝑎, 𝑏 均为正整数，

‣ 由原方程得：𝑝2 · 𝑎 · 𝑏 = 𝑝2 · (𝑝 − 1) ⇒ 𝑎 · 𝑏 = 𝑝 − 1

‣ 又 𝑥 + 1 − 𝑥 = 1，有 𝑝2 · 𝑎 − 𝑏 = 1，即 𝑏 = 𝑝2 · 𝑎 − 1

‣ 代入得：(𝑝2 · 𝑎 − 1) · 𝑎 = 𝑝 − 1 ⇒ 𝑝2 · 𝑎2 − 𝑎 + 1 = 𝑝

‣ 若 𝑎 = 1，则 𝑝2 · 𝑎2 − 𝑎 + 1 = 𝑝2 = 𝑝，解得 𝑝 = 0 或 𝑝 = 1，与 𝑝 ≥ 2 矛盾。

‣ 若 𝑎 ≥ 2，则 𝑝2 · 𝑎2 − 𝑎 + 1 ≥ 4𝑝2 − 1 > 𝑝，矛盾。

• 两种情况均不成立，故等式 2 不成立。

• 两个等式均不成立，故该拆分不会与已有的元素重复。证毕。
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H. 棋盘构造

Prepared by: Rosmarinus

题意 

• 在一个 𝑛 ×𝑚（𝑛 ×𝑚 ≤ 106）的棋盘上放置棋子，每格最多放一个
• 给定每行应放的棋子数 𝑎𝑖 和每列应放的棋子数 𝑏𝑖
• 判断是否有解，并给出构造

2026 CCF CAT 省赛题解 46 / 66



概览
⚬⚬

A

⚬⚬

B

⚬⚬

C

⚬⚬⚬

D

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

E

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

F

⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

G

⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

H

⚬●⚬⚬⚬⚬

I

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

J

⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

H. 棋盘构造

CCF CAT NAEC 2026 Provincial
H - 棋盘构造
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H. 棋盘构造

贪心的方法如下：

• 假设我们按照从上到下的顺序逐行放置棋子，并用 𝑏𝑗 动态维护第 𝑗 列当前剩余的放

置需求。每当我们在第 𝑖 行第 𝑗 列放置一颗棋子时，就令对应的 𝑏𝑗 减一。

• 对于当前第 𝑖 行，设仍有剩余需求的列数为 𝑡（即 𝑏𝑗 > 0 的列数）。

‣ 若 𝑎𝑖 > 𝑡，由于每列每行最多放一个棋子，则必然无解。

‣ 若 𝑎𝑖 ≤ 𝑡，则选择当前 𝑏𝑗 最大的 𝑎𝑖 个列放置棋子。

• 重复此过程直至所有行处理完毕。
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H. 棋盘构造

接下来给出详细证明：

• 考虑对棋盘第一行的放置方案，若存在某个合法方案在第一行选择了列集合 𝐻（|𝐻| =

𝑎1），我们需要证明，若将其替换为贪心选择的集合 𝐺（|𝐺| = 𝑎1，且其中的元素为列

需求最多的 𝑎𝑖 列的编号）后，仍可以拓展为合法方案

‣ 若 𝐺 = 𝐻，则无需操作。

‣ 否则，必存在一组 𝑥 ∈ 𝐻 \ 𝐺 与 𝑦 ∈ 𝐺 \ 𝐻。且由定义可知，𝑏𝑦 ≥ 𝑏𝑥。
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H. 棋盘构造

接下来的目标就是要消除 𝐺 与 𝐻 之间的差异：

• 由于正确方案在第一行选择了第 𝑥 列而没有选择第 𝑦 列。因此在剩下的 𝑛 − 1 行中，

第 𝑥 列还需放置 𝑏𝑥 − 1 个棋子，第 𝑦 列还需放置 𝑏𝑦 个棋子。
• 由于 𝑏𝑦 ≥ 𝑏𝑥，因此 𝑏𝑦 > 𝑏𝑥 − 1。即必可以找到第 𝑖 > 1 行，使用了第 𝑦 列而没有选

择第 𝑥 列。

• 此时，只需让第一行选择 𝑦 而非 𝑥，让第 𝑖 行选择 𝑥 而非 𝑦。可以发现，交换前后各

行、各列的棋子数均没有发生变化，因此仍为合法方案。

• 重复上述过程，即可以消除 𝐻 与 𝐺 的差异。每次交换后方案仍合法，故使用 𝐺 也可

扩展为合法方案。
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H. 棋盘构造

在处理完第一行后，问题即可转化为 𝑛 − 1 行的子问题。

按照同样的方法进行操作，依据数学归纳法可以证得，若存在一个正确的放置方案，必然

可以将其转化为贪心的放置方案。

因此，在存在正确放置方案的前提下，只需要按照贪心的方法放置，必可以得到正确的放

置结果。
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I. 晶体融合

Prepared by: alwaysBelieve

题意 

• 有 𝑘 种物品，第 𝑖 种物品大小为 𝑣𝑖，数量为 𝑐𝑖；
• 每次操作，可以将两个大小为 𝑥 和 𝑦 的物品合并，得到一个大小为 𝑥 + 𝑦 的物

品，并消耗 𝑓(𝑥, 𝑦) = max{𝑒 ∈ ℤ≥0 : 3𝑒 | (
𝑥+𝑦
𝑥 )} 的代价；

• 要求把这些物品合成一个，问代价的总和最小为多少；

• 1 ≤ 𝑘 ≤ 105，∑𝑣𝑖𝑐𝑖 ≤ 1018；
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I. 晶体融合

CCF CAT NAEC 2026 Provincial
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I. 晶体融合

• 考虑合并 𝑥 和 𝑦 的代价 𝑓(𝑥, 𝑦) = max{𝑒 ∈ ℤ≥0 : 3𝑒 | (
𝑥+𝑦
𝑥 )}，它实际就是 (𝑥+𝑦𝑥 ) 中，

质因子 3 出现的次数；
• 令 𝑣3(𝑛) 表示整数 𝑛 中质因子 3 出现的次数。
• 由于 (𝑥+𝑦𝑥 ) = (𝑥+𝑦)!

𝑥!𝑦! 、(𝑥 + 𝑦)!、𝑥!、𝑦! 均为整数，可以知道 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑣3((𝑥 + 𝑦)!) −

𝑣3(𝑥!) − 𝑣3(𝑦!)；
• 根据 Legendre 公式：

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑣3((𝑥 + 𝑦)!) − 𝑣3(𝑥!) − 𝑣3(𝑦!)

=∑
1≤𝑖

⌊𝑥 + 𝑦
3𝑖

⌋ −∑
1≤𝑖

⌊ 𝑥
3𝑖
⌋ −∑

1≤𝑖
⌊ 𝑦
3𝑖
⌋
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I. 晶体融合

• 令 𝜙(𝑛) = ∑1≤𝑖⌊
𝑛
3𝑖⌋，原问题等价于：

‣ 初始时有 𝑚 个物品，第 𝑖 个物品大小为 𝑎𝑖；

‣ 初始时系统总势能为 Φ = ∑1≤𝑖≤𝑚 𝜙(𝑎𝑖)；

‣ 每次操作，可以将两个大小为 𝑥 和 𝑦 的物品合并，对整个系统贡献 Δ(Φ) = 𝜙(𝑥 +

𝑦) − 𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦) 的势能变化，并产生一个大小为 𝑥 + 𝑦 的物品；

‣ 要求合理安排操作顺序，使得产生的势能的变化的总和尽可能小；
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I. 晶体融合

• 利用裂项相消法可以证明，无论合并顺序是怎么样的，最终得到的势能 Φ′ 一定等于 

𝜙(∑1≤𝑖≤𝑚 𝑎𝑖)；

• 因此势能的变化的总和一定为：

𝜙( ∑
1≤𝑖≤𝑚

𝑎𝑖)− ∑
1≤𝑖≤𝑚

𝜙(𝑎𝑖)
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I. 晶体融合

• 回到原问题，所求答案即为：

𝜙( ∑
1≤𝑖≤𝑘

𝑣𝑖𝑐𝑖)− ∑
1≤𝑖≤𝑘

𝑐𝑖𝜙(𝑣𝑖)

• 直接计算即可。

• 其中 𝜙(𝑛) = ∑1≤𝑖⌊
𝑛
3𝑖⌋ 可以在 𝑂(log 𝑉 )（其中 𝑉 = 1018 表示值域）的复杂度内计算。

• 因此总体时间复杂度 𝑂(𝑘 log 𝑉 )；

2026 CCF CAT 省赛题解 57 / 66



概览
⚬⚬

A

⚬⚬

B

⚬⚬

C

⚬⚬⚬

D

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

E

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

F

⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

G

⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

H

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

I

⚬⚬⚬⚬⚬⚬

J

●⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬⚬

J. 陷阱魔法 II

Prepared by: alwaysBelieve

题意 

• 给定一个长为 𝑛 的排列 [𝑎1, 𝑎2,…, 𝑎𝑛] 和一个非负整数 𝐵；
• 你需要从排列中移除总和不超过 𝐵 的数，使得 max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧

𝑖 ≤ 𝑗} 尽可能小；

• 多测，∑𝑛 ≤ 105，0 ≤ 𝐵 ≤ 𝑛(𝑛+1)
2 ；
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J. 陷阱魔法 II

CCF CAT NAEC 2026 Provincial
J - 陷阱魔法II
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J. 陷阱魔法 II

• 随着答案增大，限制只会变弱，因此需要移除的数的总和不会增加，考虑二分答案；

• 令 𝐷 表示被移除的位置的集合，每次 check 实际需要求出：pre(𝑛) = max{𝑎𝑖 −

𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑛} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗 ∧ 𝑖 ∉ 𝐷 ∧ 𝑗 ∉ 𝐷} 不能超过 𝑚 的情况下，被移除的数字

总和 ∑𝑖∈𝐷 𝑎𝑖 至少是多少；
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J. 陷阱魔法 II

• 令 𝑓(𝑥, 𝑦) 表示，考虑前 𝑥 个数，移除了若干个位置组成集合 𝐷 使得 pre(𝑥) =

max{𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 | 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2,…, 𝑥} ∧ 𝑖 ≤ 𝑗 ∧ 𝑖 ∉ 𝐷 ∧ 𝑗 ∉ 𝐷} 不超过 𝑚，并且保留的数的

最大值为 𝑦 的情况下，被移除的数字总和 ∑𝑖∈𝐷 𝑎𝑖 最小是多少；
• 对于空序列，我们认为它的最大值是 0；
• 初始条件下，我们令 𝑓(0, 𝑦)（𝑦 ≠ 0）为 +∞，𝑓(0, 0) 为 0；
• 接下来考虑如何从 𝑥 转移到 𝑥 + 1：
• 为了避免混淆，我们令新的保留的数的最大值是 𝑦′；
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J. 陷阱魔法 II

对于 𝑦′ > 𝑎𝑥+1 +𝑚：
• 如果保留 𝑎𝑥+1，会使得 pre(𝑥 + 1) = 𝑦′ − 𝑎𝑥+1 > 𝑚，不符合要求，因此必须删去 𝑎𝑥+1。
• 由于没有新增数字，因此保留的数的最大值不会改变，即 𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) 一定由 𝑓(𝑥, 𝑦′) 

转移而来；

• 得到：𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) ← 𝑓(𝑥, 𝑦′) + 𝑎𝑥+1，对于 𝑦′ > 𝑎𝑥+1 +𝑚；
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J. 陷阱魔法 II

对于 𝑎𝑥+1 < 𝑦′ ≤ 𝑎𝑥+1 +𝑚：
• 只要 pre(𝑥) 没有超过 𝑚，新放入 𝑎𝑥+1 后，pre(𝑥 + 1) = max{𝑦′ − 𝑎𝑥+1, pre(𝑥)} 也

不会超过 𝑚，因此最优方案是保留 𝑎𝑥+1；
• 放入 𝑎𝑥+1 前后，保留的数的最大值不会发生改变，即 𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) 一定由 𝑓(𝑥, 𝑦′) 转

移而来；

• 得到：𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) ← 𝑓(𝑥, 𝑦′)，对于 𝑎𝑥+1 < 𝑦′ ≤ 𝑎𝑥+1 +𝑚；
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J. 陷阱魔法 II

对于 𝑦′ < 𝑎𝑥+1：
• 如果保留 𝑎𝑥+1，则一定会使得保留的数的最大值不再是 𝑦′（因为 𝑎𝑥+1 比 𝑦′ 更大），

因此必须删去 𝑎𝑥+1。
• 由于没有新增数字，因此保留的数的最大值不会改变，即 𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) 一定由 𝑓(𝑥, 𝑦′) 

转移而来；

• 得到：𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) ← 𝑓(𝑥, 𝑦′) + 𝑎𝑥+1，对于 𝑦′ < 𝑎𝑥+1；
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J. 陷阱魔法 II

最后考虑 𝑦′ = 𝑎𝑥+1：

• 由于原序列是一个排列，因此要使得保留的数的最大值是 𝑎𝑥+1 这个数字，𝑎𝑥+1 一定

要被保留（因为没有其他数字跟它相等）；

• 如果此前的保留的数的最大值 𝑦 满足 𝑦 > 𝑎𝑥+1，放入 𝑎𝑥+1 后，保留的数的最大值一

定不是 𝑎𝑥+1（因为 𝑦 比 𝑎𝑥+1 更大），不符合要求；
• 如果此前的保留的数的最大值 𝑦 满足 𝑦 ≤ 𝑎𝑥+1，放入 𝑎𝑥+1 后，保留的数的最大值一

定恰好是 𝑎𝑥+1（因为 𝑦 没有 𝑎𝑥+1 大），并且 pre(𝑥 + 1) = max{pre(𝑥), 𝑦 − 𝑎𝑥+1} =

pre(𝑥) 依旧符合 ≤ 𝑚 的要求；

• 得到：𝑓(𝑥 + 1, 𝑦′) ← min
𝑦≤𝑦′

𝑓(𝑥, 𝑦)，对于 𝑦′ = 𝑎𝑥+1；
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J. 陷阱魔法 II

• 取 min
0≤𝑖≤𝑛

𝑓(𝑛, 𝑖) 即可得到答案。

• 这个 dp 可以使用一个支持「单点修改」「区间加」「查询区间最小值」的线段树维护。

• 因此单次 check 可以做到 𝑂(𝑛 log 𝑛) 的复杂度；
• −1 一定属于不可行范围，𝑛 一定属于可行范围，剩下 𝑂(𝑛) 个数需要通过二分检查是

否可行，因此需要 check 𝑂(log 𝑛) 次；
• 总体时间复杂度 𝑂(𝑛 log2 𝑛)；
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